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1. 9% P4 en skole er det 250 elever. Det skal velges tre personer til elevradet. Hver klasse har
presentert sine kandidater. Det totale antallet kandidater er 45 elever, hvorav 15 er jenter.
Vi gar uti fra at det velges tilfeldig.
a. Hvilken av de to metodene: trediagram eller formler for sannsynlighetsmodellen,
er det mest passende her? 1% Begrunn valg av metode. 2%

Forklaring 1: I grundskolan gar det utmarkt att anvanda sig av traddiagrm.
Forklaring 2: Daremot om vi kan formel for sannolikhetsfordelning, &r det ok. att kalkylera.
Jag tror att de flesta studenter valjer har traddiagrammet som &r mycket enklarar.

b. Er sannsynlighetsmodellen her binomisk eller hypergeometrisk? Begrunn svaret
ditt. 2%

Korrekte svar ar Hypergeometrisk 1%.
Forklaring: Eftersom sannolikheten fér samma handelse &ndras.1%
OBS!

For ¢ och d delen far studenten anvanda siga av traddiagram eller hypergeometriskformel
eller kubregel (med lite modifikation). Har nedan presenteras alla de tre metoderna.
Alltsa vilken metod som helst av dessa ar helt acceptabel.

15j + 30g

— 14 29
o Fuexn 0L i
43 / \ 43 43
. b Jgi g gil gjlg gei geg

c. Hva er prosentvis sannsynlighet for at elevradet bestar av tre jenter? 2%

1 7 13
) = ijj) =—-— . — = e = 0 0,
P(3j) = Pyj)) T 3,2% eller 3%

d. Hva er prosentvis sannsynligheten for at minst 2 gutter blir valgt inn i elevradet?
2%
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Alternativ 1: traddiagram:
P(minst2g) = P(2g,1j) + P(39)

2 29 15 2 29 28
S e x 746%
3 44 43 3 44 43

Alternativ 2: Hypergeometrisk formel

P(minst2g) = P(2g,1j) + P(39)

(30).(15) (30),(15) 300,300 15l

_\z) \a 3) \o) 31271 " 27280 T4l _ . _

= S g = e+ S = e 2 T46%.
(3) (3) 31421 37421

2. 15% Et selskap pa 29 personer har bestilt 171 spanske smaretter, kalt tapas, til lunsj. En
voksen porsjon bestar av 9 tapas og en barneporsjon bestar av 4 tapas. Hvor mange barn var
i selskapet? Lgs ved & bruke 5 forskjellige metoder som kan vare passende for forskjellige
trinn pa skolen (5-10).

Om studenter ritar enkla bilder och l6ser problemet &r acceptabel som en metod.

Metod 1: Ordresonnement. Varje lunch bestar av minst 4 smaretter. Allta totalt blir det totalt
antal smaretter

4-29 =116
Men de har bestallt 171 smaretter. Alltsaskillnaden (55) maste tillhora vuxen talrik.

171 — 116 =55
Vuxentalrik behdver 5 smaéretter till. Harmed antalet vuxna &r lika med % =11.
Antal barn som var i sélskpet var 29 — 11 = 18.

Metod 2: Tabell.

| tabell forsoker vi sturukturera vara gissningar, som foljande:

(29 — 14) =15 14 -9 +15 - 4 =186 Nej!

(29 -10) =19 10-9+19 -4 =166 Nej!

(29 — 11) =18 11 -9+18-4 =171
YES!
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Metod 3: Likning.

x = antal vuxna
(29 - x) = antal barn!
Antal smaretter = x-9+(29-x) - 4 = 171
9x + 116 -4x = 171
5x = 171 —-116
5x =55
x = 11.
Svar: antal barn var 18.

Metod 4: Likningssett.

Vi véljer
antal vuxna = x
antal barn =y
Alltsa har vi
{ x+y=29 { x+y=29
9x + 4y =171 4(x+y)+5x =171

{ x+y=26
4-29+5x =171

116 +5x =171 & 5x =171 —-116
5x = 55.
x=11ochy=29-11=18
Svar: antal barn var 18.

Metod 5: Grafisk.

{ x+y=29
9x +4y =171

{ y=-x+29
4y = -9x + 171

{ y=—-x+29
y = —2,25x + 42,75

Har racker det med ett enkel skiss dar markeras sk&rningspunktens koordinater

(om studenten anvander sig av geoGebra ar det fantastiskt ocksa. Men det kravs inte).

L] tabellen larde vi oss den viktiga sturukturdelen antal barn = (29 — antal vuxna). Denna skrivsatt ar brobyggare
fran aritmetik till algebra (se tabellen). Nu om vi véljer x som antllet vuxna sa klart ar antalet barn lika med

(29 — x).
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C = (11,18)

20 -10 o 10

Svar: antal barn var 18.

8% Vide bestemte seg for & lage juice. Han tar 1 del konsentrert juice og 9 deler vann. Han

smaker den ferdige drikken og synes den ikke smaker godt i det hele tatt. Han leser pa
flasken at konsentrert juice skal blandes med vann i forholdet 2:5.

Skriv en funksjon der forholdet mellom ferdig blandet juice og konsentrert juice uttrykk pa
symbolsk. Du bar gjegre dette ved a bruke to forskjellige passende metoder. Minst en av

dem ma veere egnet for grunnskolen.

44,

Metod 1: Vein om en — lamlig for grundskolan

Koncenterad vatten
2 5
2_4 5
2 2
— 5_5x
x'1=x X =7

fardig blandad
2+5=7

Svar: f(x) = %
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Metod 2: algebraisk

Vi viljer x = koncenteead saft och y = vatten. Sa har vi fardigblandad saft = x + y.

antal delar Vatten y

antal delar koncenterad saft x

Dvs.

_ — _5x
_2@ y=5x oy= 5

R I

Alltsé far vi

o 5x 7x
fardigblandad saft=x+y =x + > =7

Dvs. vi har hittat en relation mellan andelar koncenterad saft och den fardigblandade
saften.Alltsa har vi

7

x
f(x) =5

4. 15% | fjor arrangerte Tilia en 10-ars gjenforeningsfest for klassekameratene. Ved oppmete
handhilste alle, inkludert Tilia, en gang med hverandre. Totalt var det 78 handtrykk. Hvor
mange av Tilias klassekamerater deltok pa festen? Lgs oppgaven ved a bruke tre
forskjellige metoder.

Tre av foljande metoder. VVarje l6sningsmetod ger 5%.

Antal gaster + Tilia =n
Antal handskakningar = 78

Metod 1. Resonemang och tallara. Varje person skakar hand med (n — 1) personer

Alltsd n(n — 1) blir summan av handskakningar. Men eftersom det blir dubletter s& delar vi

produkten med 2; s far vi 221

for att komma till svaret:

, som ska vara lika med 78. Alltsa bor vi 16sa foljande likning

nn—1)

78
2

Eller
n(n—1) = 156.

156 = 22 - 3 - 13. Det ar tva naturliga pavarandra foljande tal. Om n er ett partall sa ar (n + 1)
udda tall och viseversa. Antingen 3, 13 och 39 &r tre udda tal som mdjliga. Men 3 och 39 kan
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inte vara svaret. Eftersom det andra talet blir da 52 eller 4 som inte stimmer som efterfljande
tal till 3 eller 39. Alltsa de tva talen maste vara 12 och 13.

Svar: Tilia hade 12 gaster

Metod 2. Resonemang och andragradslikning:
Forsta delen ar identisk med metod 1. Istéllet for tallara anvands andragradslikning
n?+n—-156=0.

Losningen till andragradsekvtion, kan vara med hjalp av faktorisering, en formel for
andragradslikning, kvadratkomplettering eller grafisk. Vilken som ar acceptabel.

NS

I+
NS

—q,niarx®+px+q=0.

625
+ =

25
— ==t
4 2

N| =
N| =

+ 156 =

S

Il
N[ =
H
e

Likningens svar ar 13 eller —12.

Svar: Tilia hade 12 géaster

Metod 3. Kombinatorik. Om vi viljer antalet gaster plus sara ar lika med n, sa ar antalet gaster
ar ett mindre.

Eftersom ordningen har ingen betydelse (ndr A skakar hand med B ar detsamma som nér B
skakar hand med A), sa liknar detta som n element kombinaras parvis utan att ordningen ha
nagon betydelse. Dvs.&

78

<"> o am-Dm-2) nn-1)
2 2l(n—2)! 2(n—2)! 2
n? —n = 156.
eller
n? —n—156 = 0.
Vi har redan I9st ekvationen.

Svar: Tilia hade 12 gaster
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5. 89 I kassen til Iris er det 12 svarte, 10 rosa og 9 bl& hérstrikker. Iris plukker opp harstrikker
uten a se. Hvor mange harstrikker ma hun ta for a vaere sikker pa a fa minst
a. to harstrikker i samme farge? 3%
b. fem harstrikker i samme farge? 5%

S =Svart, R = Rosa, B = Bla

Vi kan rita traddiagram. Men det blir lite for mycket. Vi kan ocksa kombinera var
resonemang och traddiagram. Men vi anvéander oss enbart av resonemang.

a. Eftersom det ar 3 olika farger ar det i varsta otur fall mojligt att fa en ny farg vid varje
ny dragning av harstrikker. Dvs. en kombination som liknar SRB. Men for den fjarde
gangen kan hon bli 100% séker att hon kan fa ta i 2 harstrikker av samma férg, oavsedd
vilken av dessa tre hon tar.

For 3 i samma farg:

| varsta otur fall vid fjarde gangen har vi t.ex. RRSB eller liknande. Vid tva dragning
till kan vi fa i varsta otur fall kombination liksom RRSSBB. Slutligen vid den sjunde
dragning har hon minst tre av samma farg oavsedd vilket som kommer upp.

Det kan handa att studenten direkt kommer pa den generella principen genom att upptacka
monstret. Om ingen kommer pa denna upptéckt sa lar de nar de ser denna l6sning.

For en harstrikker av en farg racker enbart 1 dragning

For 2 harstrikker av samma farg racker 1 + 3 dragning

For 3 harstrikker av samma farg rackermed 1+ 3+3=1+2-3

For 4 harstrikker av samma farg rackermed 1+3-3 =1+ (4 —-1)-3

For n harstrikker av samma farg racker med 1 + (n — 1) - 3 = (3n — 2) dragning.

| detta problem géller 1 < n < 9. Eftersom vi har bara 9 harstrikker, pa grund av lagsta
antalet har blaa som ar 9.

Nu svarar vi pa fragorna med den generella formel:

a. 2avsamma farg, betyder att n = 2, som ger 3 -2 — 2 = 4 dragning
b. 3avsamma farg, betyder att n = 5, som ger 3 -5 — 2 = 13 dragning



Side 10 av 16

6. 7% Koordinatene til tre punkter i planet er fglgende: (—1,4), (2,6) og (0,1). Finn med
ngdvendige beregninger, det fjerde punktet slik at du far falgende geometriske figurer. Er
figuren entydig bestemt? Begrunn svaret. Hvis figuren er ikke mulig, skal dette ogsa
argumenteres ved hjelp av beregninger.

a. parallellogram 2,5%
b. rombe 2,5%
c. trapes 2%

Lasningsforslag: det er lov & bruke samme tegning pa alle deloppgavene.

a. Det var litt uheldig formulering pa oppgaven, om parallellogrammet er entydig
bestemt eller ikke. Det viser seg siden ingen av punktene ble navngitt, det er 3
mulige mater a tegne det fjerde punktet, og sette bokstavene selv slik at de
danner en riktig rekkefglge (se bilde 1). | dette tilfelle er det 3 mulige
parallellogrammer, dermed blir ikke entydig bestemt.

10 |

' . | Blide1 10| Bilde1
g Bilde1 ‘ D
8| ®
8 |
71 8
7 | 3 D ;
D 3 ,///’
6 A o sl c
v \ //
5| - \ A5 /

\ / l
% € / Bl
\ 5 / o
(>
197 ¢ -3 /41/4 0| ]
B ) 4 ;
B 1] B
2 1 0 1 2 3 4 1

Hvis man viser lgsning som pa «bilde 2» og sier at
parallellogram er entydig bestemt sa gir dette svaret

7 Bidp ogsa full uttelling siden det var var feil & overse uklar
, D formulering. Ellers skal man bruke vektorregning i
oppgavelgsning. Vi skal se pa det ene tilfellet:
5 / _ved & bruke vektorer finner man at
=l 7 AD=[2-(-1),(6-4)]=[32], da m& ogsh
q é’ ; BC = [3,2], der C er det fjerde punktet.

For C = (x,y) blir da at

BC =[3,2] =[x — 0,y — 1], og man kan finne at

B {x—0=3 _ {x=3
- y=2+1

=> (=(3,3).



Side 11 av 16

b. lureoppgave fordi visuelt, virker at AC og AB er like lange. Poenget er at man
skal sjekke lengdene — her er det ogsa lov hvis man bruker Pytagoras og antall

ruter som spenner den usynlige trekanten, ellers bruker vektor lengden: |ﬁ| =
VO + 4 = /13, og |AB| = /1 + (—=3)2 = V10. Kan ikke vzre rombe!

c. Det er uendelig mange mater a konstruere trapes, symbolsk notasjon: k - BC for
k € R\{0}. For k = 1 far man akkurat et parallellogram, for gvrige k verdier far

man et trapes. Pa samme mate man kan argumentere for k - DC.

Poengfordeling:

oppgave | Max | Forklaring

6a 2,5% | 1% for bare tegning og resonnement at «punkt skal veere her», +1,5%
for at man begrunner med beregninger

6b 2,5% | 1% for svaret at rombe er ikke mulig, og at man resonnerer at det er ulike
lengder, +1,5% hvis man resonnerer med beregninger

6c 2% 1% hvis man viser enkelte eksempler at det kan veere ulike trapeser, 2%

hvis man skriver generelt svar symbolsk, hvis man refereres kun til
positive k verdier, det gir ogsa full uttelling.

7. 6%

o

Formuler sinus setningen med egne ord; 1%
b. Er det mulig & konstruere trekanten KLM slik at KL = 15 cm, KM = 10 ¢cm og

sinL = Z? Begrunn svaret ditt med ngdvendige beregninger. 2%

c. Undersgk for hvilke verdier av sin L er det mulig a konstruere trekanten, begrunn
svaret med ngdvendige beregninger. 3%
Lasningsforslag:

a) sinussetningen gjelder alle trekanter i planet. Forholdet mellom sinus verdi til en
vinkel og lengden til motstaende side er parvis det samme for alle vinkler og
tilhgrende sider.

b) her kan man lage en skisse og bruke sinus

M setningen. Lager en skisse for & plassere
N bokstaver (rekkefalgen mot klokka), og se
plassering av de gitte stgrrelsene:
KM=10 cm / \\ sinL = 3/4 KM _ KL — 10 _ 15
/ \\\ ‘ sinL sinM ~~ 0,75 sinM
b )
—_— — o~ _M_0,75-15_3 15_3 3 9
K KL=15cm Sin = 10 —4 10—4 2—8

Man har fatt sinus verdi som er >1 som gjer det umulig a ha slik konstruksjon, ma referere til
sinus verdier og trigonometriske sirkelen.

c) vurderes til 3%, 2% hvis man bruker ferdig funksjonsknapper i GeoGebra eller maler
vinkel med gradskiva for a finne sinus verdi senere, og viser til avrundete verdier, 3%
for begrunnelse med beregninger som viser eksakte verdier.
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° o . . . KM KL
1.mate er a bruke ulikhet ut fra sinus setningen: — = —
sinL sin M

10 15 . 15 .
=> —=— => sinM =—ogdererkravatsinM >0,
X sin M 10

ogsinM <1 => <1 => 15xr<10 => x<~.

2. mate er a referere til at den sterste mulig vinkelen L blir nar

sida LM tangerer sirkelen (for starre L verdier gar LM lgs fra 4

sirkelen), da blir det slik at zM = 90°, og etter sinus definisjon
er det at sinL = 2 = § Den minste mulig vinkel L gar mot 0,
og dermed sinL — 0. Med andre ord ligger sinL verdier i

intervallet (0, ﬂ

Poengfordeling:

oppgave | Max | Forklaring
7a 1% logisk forklaring
7b 2% e hvis man bruker passer og linjal, eller simulerer i GeoGebra og
viser at konstruksjon er ikke mulig uten selve beregninger som
grunnlag 1%

e svaret begrunnet med beregninger 2%

e hvis man mener at der er mulig konstruksjon 0%

ic 3% e undersgke mulig sin L verdier ved & lage dynamisk bilde og
bruke verktgyknapper, eller bruker gradskiva for & male vinkel
og finne tilsvarende sinus verdi, man viser ca verdier 2%

e undersgke mulig sin L verdier og stgtte med beregninger eller
bruke bilderesonnement, man bruker eksakte verdier 3%

8. 9% Lag en konstruksjon av en konveks firkant ABCD der AB =8 cm, BC =4 cm,
CD=7cmog DA =5cm, og A = 60°.
a. vis stegvis konstruksjon av denne figuren; 3%
b. regn arealet til denne figuren, vis eksakt svar. 6%

Lasningsforslag:

a. Konstruerer vinkel A som er 60°, og setter av punktene B og D slik at AB = 8 cm, og

X \ AD =5cm.
\ Konstruerer sirkelbue med dpning 7 cm
D,_’ og sentrum i D, en annen sirkelbue har
v Y apning 4 cm og sentrum i B, velger
/ !+, skjeeringspunktet C slik at det blir en
konveks firkant.
/,) i ,,’ b.  Aapcp = Aasp + Apcp

A ; B Bruker arealsetningen:
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. Agpp = 2+58+5in60° = 20+ 2 = 10V3 cm?
y .'_—T__———““-—f Bruker cosisnus setningen for & finne BD:
/’/ /."/’ BD? =5%+4+82—-2-5-8"cos60°
L/ ’ BD? =25+64—80-%=25+64—40=49

BD =v49 =7cm
Det er minst 3 mater studentene har sett tidligere hvordan man kan finne arealet til DBC:

1. bruke cosinus setningen for a finne cos verdi til en av vinklene, bruke enhetsformelen
sin®u + cos?u = 1 for a finne presis sinus verdi til denne vinkelen, og sa bruke
arealsetningen for trekanten BCD (tidskrevende);

2. de ble introdusert Herons arealsetning A = /p-(p —a)- (p —b) - (p —c) der p er
halvomkrets til trekanten, sa kan bruke den ogsa;

3. se at for likebeint trekant DBC gjelder at hgyden skal dele trekanten i to kongruente
rettvinklete trekanter, dvs sida DC skal ogsa deles i to like lange linjestykker pa 2 cm
hvert. Ved a bruke Pytagoras finner hgyden:

2 +22=72 => h?=49—-4=45 => h=V45=v9:5=3V5cm
Arealet blirda Agcp = % -DC-h = % -4 -3/5 = 6v/5 cm?

Avrealet til hele figuren blir da: Aypcp = 10V3 + 6v/5 (cm?).

Poengfordeling:

oppgave | Max | Forklaring
8a 3% e konstruksjon av 60° vinkel og sette av AB og AD 1%

o velge riktig skjeringspunktet C mellom sirkelbuene med
sentrum i punktene B og D slik at det blir konveks firkant 1%

o sjekke at bokstavene plassert riktig og stemmer med
opplysningene 1%

8b 6% e resonnere at firkanten dannes av to trekanter, og finner arealet
som summen av de to arealene 1%

e finne arealet til trekanten ADB 1%

e finne lengden BD 2% (bruk av cosinus setningen 1%, riktig
utregning +1%)

o finne arealet til trekanten BCD 2%

9. 6% Vis at arealet til trekanten kan uttrykkes som x - y, der
x 0g y er lengdene som hypotenusen blir delt i med
tangeringspunktet til sirkelen.
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Lasningsforslag:

M Akvadrat = r?
\\ N\ T ry
& Agrake 1 = 2Atrekants = 2 (7) =ry
r \\ >
4 . rX
% v N Agrake 2 = 2Atrekant2 = 2 (?) =rx

I NV

KD,. wd NG A=1r’+ry+rx
L "t “~~x  Arealet kan ogsa regnes som:

O+ +x) rPtrx+ry+xy
- 2 - 2

A

Man bruker begge areal formlene for & utlede formelen:
2= (r*+rx+ry)+xy => 2A=A+xy => A= xy

Poengfordeling:

oppgave | Max | Forklaring
9 6% e riktig konstruksjon med markering av rette vinklene mellom r og
trekantens sider 1%

e argumentere hvorfor blir det rette vinkler (referere til tangent
definisjon) 1%

e argumentere at arealet dannes av to og to parvis kongruente
trekanter og et kvadrat 1% + selve utregning 1%

e argumentere at arealet kan regnes ogsa som halvprodukt av kateter
0g Vise utregning 1%

e riktig omformering av formlene 1%

10. 179% La R veere radius til den omskrevne sirkelen til en vilkarlig trekant ABC. Bevis
at:

a

— = 2R 5%
sinA
abc
b. AABC:EZ% ,—""-i‘.\
La r vere radius til den innskrevne sirkelen for en vilkarlig A
trekant ABC. / b TN 8
c. Bevisat Ajgc = rp, der p er halvomkrets 4% : P \.
To av sidene i en trekant er 13 m og 15 m lange, radius til \

innskrevet sirkel er 4 m lang, og radius til omskrevet sirkel er L c 2

8,125 m lang. Regn ut: Noris i
d. lengden til den tredje sida 3%
e. lengden til den korteste hgyden i trekanten. 3%
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Lasningsforslag:

a. Man ma vise til at sentrum ligger der midtnormalene
skjeerer hverandre, og dermed dannes det likebeint trekant
(midtnormalens egenskap). Referere til egenskap til en
likebeint trekant at midtnormalen er ogsa halveringslinja for

£COB. Referere til Thales setning at £CAB = %LCOB, 0g
markere tilsvarende (brukt a pa bildet).
1

ma=202 s 2R=-% cller 2R =
sma—R 2R " sina eher " sind

b. bruker arealsetningen og tidligere resultat fra oppg. a.:

A=tio.g —1b a abc
=gbc-sina =-beom =0

c. viktig med riktig tegning, og vise at arealet dannes av tre
trekanter som har samme hgyde r, og grunnlinjene er
henholdsvis a, b, og c. Man ma referere til tangent
definisjon at den danner en rett vinkel i
tangeringspunktet. Da far man falgenden:

1 1

1 1 1
Azzcr+§ar+ibr=5r(a+b+c)=r-§P=rp

d. her ma man bruke formlene fra oppg. b. og c. og sette opp en likning, og lgse den: la

den tredje sida veere x m lang.
13-15-x 13415 +x 13-15-x
“Teis AT Y T s
13-15-x=(28+x)-2-32,5
13-15-x = (28 + x) - 65 deler begge sider pa 13
15-x = (28 + x) - 5 deler begge sider pd 5

=(28+x)-2

3x=284+x => 2x=28 => x=14m

e. den korteste hgyden skal ga mot den lengste grunnlinja som er 15 m. Ved a bruke
arealformelen far at A = % arealet finner ved a bruke en av formlene fra oppg. d.,
13+14+15

feks.A=p-r > 4=(13+14+15)-2=42-2 =84 m?

Dh 84 => 15h=168 => h=2-2°_117
2 e TR -



Poengfordeling:

Side 16 av 16

oppgave

Max

Forklaring

10a

5%

riktig konstruksjon, og resonnere at sentrum ligger der
midtnormalene skjeerer hverandre 1%

resonnere at midtnormalen som geometrisk sted, og dermed
dannes likebeint trekant, dvs OB = OC 1%

resonnere at en likebeint trekant har en slik egenskap at
midtnormalen er ogsa vinkelhalveringslinja 1%

referere til Thales setning og markere at halvparten av
sentralvinkel er like stor som periferivinkel 1%

riktig omformering 1%

10b

2%

bruk av arealsetningen 1%
riktig omformering 1%

10c

4%

lage hjelpekonstruksjon og vise at det blir 3 trekanter 1%
referere til tangent definisjon som danner rette vinkler 1%
skrive uttrykk for hvert av arealene 1%

riktig omformering av uttrykket 1%

10d

3%

velge areal formler (oppg. b, ¢) som skal brukes 1%
bruke dem riktig for a sette opp en likning 1%
lgse likningen riktig 1%

10e

3%

velger man en «feil» hgyde men lgser riktig ved a bruke arealet,
sa far man 1,5%

resonnere at areal formel skal brukes eller finne areal 1%
velge riktig heyden og tilsvarende grunnlinja 1,5%
finne hgyden ved regning 0,5%

*Bruker man en annen type bevis som skiller seg fra den gitte i lasningsforslaget, sa settes
poeng ut fra hvor fullstendig beviset er, med pafelgende tegning/skisse og begrunnelser.



