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Oppgave 1

a) Finn halvakser, eksentrisitet, fokuspunkter og styrelinjer til ellipsen

2 2
16 25

Tegn en skisse av ellipsen, fokuspunkter og styrelinjer.

b) Vis at v = P

J cr cgenvektor for matrisen

41 9
A= {9 41]
og skriv ned den tilhgrende egenverdien A\;. Begrunn at matrisen A er ortogonalt
diagonaliserbar og finn matrisene P og D slik at A = PDPT. Skriv ligningen for
kjeglesnittet
4122 + 18zy + 41y% = 800

pa standardform ved & innfgre nye koordinater (u,v) definert ved matrisen P.

¢) Bruk Lagrange multiplikatorer til & finne maksimum og minimum for funksjonen
flz,y)y = g(y — z) pa kurven

4122 + 18zy + 41y® = 800.

Det finnes en klar sammenheng mellom ekstremalverdiene til f og den store halvaksen
til ellipsen i oppg. a). Forklar!



Oppgave 2 Regn ut

1 z+1
/ / (2y — z) dydz.
o J1

Vis alle mellomregninger.

Oppgave 3 En halvkule med konstant massetetthet § = 1 okkuperer et omradet D i
rommet gitt ved

x2+y2+22§4,
z > 0.

Beskriv omradet D i sfaeriske koordinater og regn ut integralet

S

Bruk svarct til 4 regne ut koordinatene til halvkulens massesenter /tyngdepunkt.

Oppgave 4 Et vektorfelt F er definert
F = 4y%i + 82yj.

La den lukkede kurven C vaere parallellogrammet med hjgrner i punktenc (0,0), (3,0), (4,2)
og (1,2) og omlgpsretning mot klokka.

a) Avgjsr om vektorfeltet er konservativt og bestem sirkulasjonen

%F'dr.
JC

b) Bruk Greens teorem (fluks-divergens form) til & beregne fluksen

F-nds,
e

hvor n er enhetsnormal til C (orientert utover).



Oppgave 5 En ballong med masse m faller langs en rett linje mot bakken. Kreftene
som virker pa ballongen er gravitasjonskraften og luftmotstand. Gravitasjonskraften har
stgrrelse mg, hvor g = 9.8 m/s? er tyngdeakselerasjonen, i retning mot bakken. Vi lar y(t)
veere ballongens hgyde over bakken ved tidspunkt ¢ slik at hastighten v = % er negativ nar
ballongen faller nedover. Vi antar en linezer modell for luftmotstanden med y-komponent
—bv, hivor b er en positiv koeflisient. Nar luftmotstanden og gravitasjonskraften balanserer
hverandre vil ballongen falle med konstant fart. Dette er terminalhastigheten, vg.

2)

b)

Bruk Newtons 2. lov til & bestemme terminalhastigheten v, uttrykt ved b, g og m
(merk at b og g, per definisjon, er positive stgrrelser). Utled bevegelsesligningene ved
a bruke Newtons 2. lov og uttrykket for vy

dy
I. 2 =u,
a ="
dv g
II. —=*>v-g.
dt g
La y,, og v, vere numeriske tilneerminger til y(t,) og v(¢,), hvor ¢, = n - At. Bruk

midtpunktmetoden til & uttrykke 41 ved initialbetingelsence yo og vg. Gjgr tilsvarcende
for v; og vis at uttrykket er

1 2
1)1=7J0+9<%%—1>At+§tq— (~U—0—1>At2.

Up \ Up
Forklar hvorfor uttrykket for v; er konsistent med at v, er terminalhastigheten.
Vis ved innsetting at
v(t) = v, + Ce™
er en eksakt lgsning av differensialligning II. i oppg. a) og bestem konstanten 7 uttrykt
ved g og vp. Bestem ogsé integrasjonskonstanten C' uttrykt ved vg og vp. Sammenlign
den cksakte lgsningen i tidspunktet ¢ = At med uttrykket for vy i oppg. b) og vis at

midtpunktmectoden er ngyvaktig til andre orden i At.
Vi minner om Taylor-rekken til ¢” i punktet z = 0:

Z Oox 12
€ :Z~:l+x+§x + ...



