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Eksemen

Oppgave 1 (30%0)

Hvis Bayemomentskurve for den vist bjelke med tverrsnitts konstante E og | er:

. Pﬂ'(La_‘TE)

(x)
ny i

AN
};B =?
B

a) Bestem Reaksjonskraft Rg ved punkt B
b) Bijelkens Lastkurve q(x).

c) Bjelkens Utbgyningskurven w(x)

d) Vinkelendringen s ved punkt B



a) Bestem Reaksjonskraft Rg ved punkt B

. Py (LS _Ia)

M(z) 6.1

icit, ALL AL _ g

V(e)= 9 m(g) SPEALALL d py-(L7—2")
dr dr 6-L

explicit, ALL  p, .0

© 2.1

x:=0 RA:=V[I:| —0

ezplicit, ALL _po-L*  py-L

w=L | Ry=V(z) 2.1 2

b) Bjelkens Lastkurve g(x).

2
Py T
Viz)— —
(=) 5.1
d erplicit ALL g 1:.\-::E T
(@)= V(z) S LA
dzx dz 2.L L



c) Bjelkens Utbgyningskurven w(x)

AL? _g?
Mz)— P =)
6-L
2 ] . L3_ 3
EI. d w[z):M(m]—uEI- d w[m):Pﬂ ( I)
dz’ dz’ 6-L
d
— wx)=8(=x
i (z)=6(x)
[ po+ (L* —2)
_ [ M=) explicit, ALL _ 6.-L - _ pu.L“.z_ Pzt
E(I]_Jﬁdzi_cl 8(zx)= TdI+C] 8(zx)=C,+ i S1.L.El

solve ,C,
D

C,=6(0)=0—-C,=0
N -z

H[z]_,P" T_ P
6.-EI 24.L-ET

;i':rﬂ-L2 .zt pu-:.."s
12.ET 120.L.ET

w(z]:jﬂ{m}dm+6’2—>w[3)=cz+

explicit , ALL L2 A 3.p. L4 solve Cy 3.p .4
Cz:zw{L]=[I + Oy Po __ P =0—-+Ch+ Po =0 2: Po
12.ET 120-.L-ET 40.ET 40-ET
pu-Ln .zl 3-;1,,-L“ pu-mr'
12-ET 40 ET 120-L-ET

w(z)—




d) Vinkelendringen s ved punkt B

. L3_ 3
M[m]—}m
6.L
3 3 . L3_ 3
EI. d w[z):M{m]—uEI- d w[m):Pﬂ ( I)
dz’ dz’ 6L
d
— wx)=8(=x
= (z)=6(x)
po+ (L* —z)
explicit , ALL 6-L po-Lt ez po-x’

9&){%.1&0, a[m)=Jde+C,_.9(z]=C,+

6-EI  24.L.EIl

solve ,C|

C,=6(0)=0—-C,=0 0

6(c)— R
6-EI 24.L-ET

r:=L
explicit, ALL p,-L*-L  p,-L*  p,-L*

0.=0(L _ .
5=0(L) 6-EI  24.L-EI  8-EI




Oppgave 2 (30%0)

To identiske fritt opplagte bjelker A-B og C-D er plassert slik at de krysser hverandre ved
midtpunktene. | ubelastet tilstand er det akkurat kontakt mellom bjelkene i midtpunktet. Bjelke A-A
belastes med en jevnt fordelt vertikal kraft q=6.4kN/m, som viser pa figur.

Vi antar at begge bjelkene har samme lengde, Lag = Lco= L = 4m, og samme Stivheten EI.
Hvis vi antar at alle horisontale krefter er null, bestem:

a) Reaksjonskrefter i Bjelke C-D;

b) Maksimalt bgyemoment i Bjelke A-B.

c) Maksimalt bgyemoment i Bjelke C-D



Maks forskyvning i midtpunkt AB pd grunn av last q i bjelke A-B (bjelkeformler 16)

. -EII-QI-(LAB)‘ . EILABJ" 4q
R TYI o0 | 384.E-1

Maks forskyvning i midtpunkt AB p& grunn av opplegg reaksjon X i bjelke A-B (bjelkeformler 11)
X-(Lyg)® Ly -X
AXT4R.E-I  48.E-1
Total forskyvning i midtpunkt AB Ayt by > la8 0 Las” X
otal forskyvning i midtpun er =8, — — —
yYning g ABT AT CAX T gg0 BT 48.E.I

Opplegg reaksjon X i bjelke A-B virke som punkt last i bjelke C-D, defor forskyvning i
midtpunkt CD at bjelke C-D er: (bjelkeformler 11)

X- (LCD)3 Lyg*-X
Acp= 18.E-1  48-E.I

Kinematiske betingelse er at forskyvning i punkt C ma veere den samme i begge bjelker
Agp=Acp

EILAB"Q _ L_,q_Ba X _ LA_BS X Sﬂ!'UE,X 5'LAB"'-]'

Ayjp= — = -
an=Acp 384.E.-] 48-E.] 48.E-.I 16

S'Lﬂﬂ'q
X AB°T
16
Med values:
3
Liyg=4m Lp-=15m IM::dg (198 ) q:=ﬁ.d£
12 1
EN
.. 5.4 m-6.4 —
5:Laip-q erplicit ALL
x5+ Lan-q el , ™ _g kN
16 16

Friaucp=X=8 kN Rigian=X — Riyiap=8+-kEN



a) Reaksjonskrefter i Bjelke C-D;

L explicit , ALL solve , Ry,
Rp=Rp-Lyg—Fosucn® ;"*‘ =0 s Rpyed m—8.kN. 42’“ =0 s 4.kN=4 kN
EF!'_:EI
explicit, ALL
RC::_RD+Fﬂ1idtCD o —[4-I:N]+8-I:N=4 EN

Ry=4kN  Rg=4kN



b) Maksimalt bgyemoment i Bjelke A-B.
Reaksjon i bjelke A-B

EM4=0

Lag kN iAm solve , Ry
RB==RB'LA.B+Hmm'T—Q'(LAB)'

1
Ry-4 m+3-kN-Tm—6.4 T am.= =0 12.8-kN—4.0-kN=8.8 kN
m

[LAB] explicit, ALL
—_— =
2

Elfﬂy=:ﬂ
Ry=—Rp— R, ;a5 +q-Lsg— 25.6 - kN —8-kN —-8.8.EN=8.8 kN
R,=88 kN Rp=8.8 kN

Momentkurve x<L/2

6.4.xkN

T d
Miz)=RyT—qg-T-— Vir)=—M(z) = 8.8.-EN—
[z] A*T—(q-T 2 [.-r] . (:.:]

Moment maks V=0

6.4-z-kN _ solve,= 1 375.m.kN

Tpmaks =V (T) =0 — 8.8. kN — Tynaks=1.375 M

m EN
1.375.-m-kN
explicit , ALL Tl o
M e =M () v 8.8-kN. ST mekN _ o kﬂf 1371;‘ kN k;v =6.05 kN-m

M, ,,=6.05 kN.m

~Mp(z)
EN-m

I e e =
FUEN S
REERRRERR

5 D bl 5 bl e R Y
vl




¢) Maksimalt bgyemoment i Bjelke C-D

Momentkurve x<L/2

M[I]::RD-::—HL-E-E:N V[.-r]::diM[:c]—rd-kN
T

Moment maks xL/2

LCD] explicit,ALL 4 m

MHIMD::M[ 2 4- 2 'kN:g hN-m

Lop eaplicit ALL = 4m

M, ukeson=Friacn - -kN-T=E kN.m

Ven [.'1:]

z (m)




Oppgave 3 (40%0)

En komposittbjelke AC har et profil som vist pa figuren til Hayre. Den er satt sammen av et profil
laget i aluminium, med stalforsterkning over. E-modulen for aluminium er Ex,=70 000 MPa og E-
modulen for stal er Es5=210 000 MPa.

50 | 20

q = 1kN/m -
T IR RN ITITRT stal | 3
DR 7 )

- im ~——- 2m - /7/ “1‘

Aluminium ]
- 3

a) Hva er annet arealmoment nar man bruker aluminium som basismatriale?
b) Hva er starst spenning owa i stalet?
c) Hvaer stgrst spenning cay i aluminiumen?

d) Hva er maksimum skjaerspenning zmas mellom stal og aluminiumen?

10



a) Hva er annet arealmoment nar man bruker aluminium som basismatriale?

E, ;:=210000 MPa E_ =70 GPa=70000 MPa

b, =50-mm hy,=50-mm b,;=50mm h,;=20 mm
E erplicit , ALL
n::E—=3 batdt atu=baar=m + 50 mm -3 =150 mm
alu
3 2 bai&l du'h'al&la 5 4
AM::bsm_d“-hsm={:3-1(} ) mim L= " 2 = {1 -10°) mm
7 bm'hnma 5 4
App=bgy - apy — 2500 -mm I, = = =(5.21.10°) mm
o hshil'. _ ol
Z,= + hy,, =60 mm zz._T_EE mm
Aggoz+Agy -z explicit , ALL 3000 . mm® - 60 - mm+ 2500 -mm? « 25 mm
= - =44.1 mm
A+ Agpy 3000 « mnm? + 2500 = mm?
z=44 mm
Y, =z, —z=16 mm Yy =z—2,= 19 mm
explicit ,ALL

2 4

100000 - mm* + 3000 - mm* -(1ﬁ-mm)2 +520833 .mm* +2500-mm’ -(19.nrmu)E =(2.20.10°) mm

Ip:= L+ Astat 0" + Loty + Aa* Y2

1,=(2.291-10°) mm*

11



b) Hva er starst spenning owa i stalet?

g=1.0 kN Liyg=1m Lgo=2m Lp=Lyg+Lp-=3m
m

. icit, ALL . solve, R kN .m?
RB:zRB-LBc—G‘(‘[T)‘[i]:O coplict Rg-2m-1.0 ™ .3.m. 2™ =g YT 2.25-kN-mT ) o kN
2 m 2 m*
LF,=0
3.0-kN -
Re=—Rp+q- (L) » =—— " _2.25.kN=0.75 kN
e

Momment kurve A-B

explicit , ALL
MAB(I] :=—q.1-.£ 3 [_[]_(} E)].:]:.E
2 1 2

explicit , ALL
M akaan=Mup (Lag) , (_[1.0 m]}l me 1:‘ =—0.5 kN -m

1M

Momment kurve B-C

Mpc(x)=Re-+ (Lpc—x) —Q'—(LEGZ_I)

V(o)=L My () — o075k 05BN (em=2-2)

Tooks = 1.20 M

explicit, ALL 0.5-kN+(4-m—2+1.25 m)

Vpe(1.25 m) > —0.75- kN + =0N

T

2
explicit , ALL B
plicit, 0.75-kN-(2 m—1.25 m)—1.0 ﬂw
m

=0.281 kN-m

M aksne=Mpe (Emm)

1.00 KN/m 1.00 kN/m

ILALLDL TS LLLEL DD

12

2.25 kN
0.75 kN



Mmks::max(leml,lek&ml) — max(0.5-|m-kN|,0.28125.|m-kN|)=0.5 kN -m

Spenning pa overkant av stal

explicit , ALL
Zotdl topp = Moty + Patal — = +» 50 -mm+ 20 mm—44.mm=26.00 mm
M, explicit ALL 0.5 kN
T stil topp =T m-zMw ’ +3 m 1 26 mm=17 MPa
- I, - 2291300 - mm

Spenning i stdl pd sted hvor stdl koble med aluminium

Mm EIpl‘iCit,ALL 3 I].E-m-kN

w T aln ¥
I, 2291300 - mm*

sGemm=23.9 MPa

O stdl_alu =T

T maks = ma.x{|o’M_nh,| . |crsm_m|) — ma.x{E.Q- |MPal ,17- MPnl} =17 MPa

c) Hva er stagrst spenning oau i aluminiumen?

explicit, ALL
Ziopp_aln = Naly—Z + 50 . mm—44.mm=6 mm

Spenning pa overkant av aluminium
Mok erplicit, ALL  05.m.kN

G.mm=1.3 MPa

o alu~— -2 al #
topp. I, el 2291300 - mm*
Spenning pa underkant av aluminium
Zhunn_ale= =44 mm
Mk ecxplicit, AL 0.5.m.kN

cdd.mm=9.6 MPa

Thunn_alu ™= * Zhunn_alu

I, © 2201300 . mm*

T ks ™= ma.x{|a’hn,_uh| , |crm_ﬂ,“|) — max(1.3.|MPa|,9.6-|MPa|)=9.6 MPa

13



d) Hvaer maksimum skjaerspenning zmaxs mellom stal og aluminiumen?

Maksimum skjaerkraft

Momment kurve A-B Skjeerkraft kurve A-B
r explicit ALL EN T d 1.0-z-kN
M =—geT-— s 1.0 —||-z-= Vv =—M _-— =
(o) =—g-2-2 Hro®))=2 Vi) = Man(e) » 1L
Maks Skjeerkraft A-B
explicit , ALL . .
Vinataas=Van (Las) ,_10-1m-kN _ | kN
T
Momment kurve B-C Skjeerkraft kurve B-C
2
L - - - - —_ ]
2 dx m
explicit , ALL EN A
Vie(0 m) 075 kN SN (m=2:0m) _ op iy
m
exrplicit , ALL kN (demn—2-
Vi (Lac) 075 kN g OO RN (4em=2-2m) oy

m

Vinaksse = max (|Vpe (0 m)|, Ve (Lpc)|) — max (|—-0.75-kN +2.0-kN|,0.75- |kN|) =1.25 kN

kN|)=1.25 kN

anhi: max (|Vmﬂ3| 5 IVWD —+ ma.xﬂkN| ,1.25-

1.00 kN/m 1.00 kN/m

VILLDDUDPUDV DD [UT DD

S 0.75kN

-l
o

14



Skjeerspenning mellom tverrsnitt (stal)

explicit , ALL 4 4
Satar = baal ot Patar (yam) > 150 .mm - 20 mm-15.9.mm=(4.77-10 ) mm
V maks explicit, ALL 1.25-kN
Todl™= S, M . (47700 -mm*) =0.52 MPa
I« by, 2291300-mm" - 50-mm

Skjeerspenning mellom tverrsnitt (aluminium)

explicit , ALL p 5
St = ot Pate* (Yatu) s 50-mm-50-mm-19.1-mm=(4.775.10*) mm

V ks explicit , ALL 1.25.kN

= . ) - (47750.000000000007 - mm* ) =0.521 MPa
Iy~ by, 2201300 -mmn* - 50 -mm

Talu

15



Vedlegg 1: Arealer og Integrasjons tabell,
Bjelkeformler

AREALER og VOLUMER

Symbolet @ angir areal-/volum-senter.

. Rektangel
Z| y,
L = A=bh  yo=b2  ze=h2
h— y 3 3
| = Lot
La
7 e Trekant
LY A=Bh2  yo=(bta3  zo=h3
w S\
Y _ bk _ bk .
L, Iz,.\ L=55 T e —bexe)
[
z Rettvinklet trekant
A=bh2  yo=b3  ze=h3
Ye
B == v /- b_h] .- h_b3
I‘c v 36 c 36
|
Sirkel
P
( 3 " A=nr? I,=L=m%4
Common Functions Function Integral
Constant Jadx ax + C
Variable Jxdx x%2 +C
Square [x2 dx x3/3+C
Reciprocal f(l/x) dx In|x| + C
Exponential fe* dx e+ C
fax dx a*/In(a) + C
Jinex) dx xIn(x) = x + C
Trigonometry (x in radians) fcos(x) dx sin(x) + C
_fsin(x) dx -cos(x) + C
[sec2(x) dx tan(x) + C

1 skal beregnes om akse

1=1,+1,

N[

gjennom tverrsnittets ——
arcalsenter

Annet arcalmoment av

= delflaten om felles y-akse 1

%._ —
Zh

Annet arcalmoment om egen y-akse

— Steinertillegget
1 '

L Delflatens areal
Avstand til felles y-akse

Formler

M
Ox = ]—Z
¥

W
Tmaks = 9 Sy
y

Z = austanden fra naytralaksen
I Arealmoment om
v = naytralaksen

IS Statisk moment om 5= J ydd = Z“A‘
¥

naytralaksen

Bredde pa profilet

BJELKEFORMLER

Her gjengir vi formler for enkle prismatiske bjelker basert pd teknisk bjelke-
teori, dvs. EULER-BERNOULLI teori. Hoveduvekten er lagt pd forskyvninger
0g helninger (vinkler), men i noen tilfeller er ogsd momenter og skjerkrefter

gitt.

De aller fleste av formlene som er gjengitt kan utledes fra en av de to differensial-
ligningene som ble utviklet i kapittel 5, dvs

d'w p(x) d'w
—= eller —
dax't El dx

M

ETI



We =

48ET

_ P Y4
_ uéw e = 351 ¥ = 31
m.h' b
e P _Pd _Pd
L a I\, _ pa
C (i Aw_w 2ET
._UQEI.
M
_ c ’
[ o—N HP - ML - M
4 2 ROy &
‘g
2
E W _ Md -Ma,,
_ i i 4/ weT g Wit gglmd)
_ Ma
Gh - El
oL oL
Ws " §EI b emi

P _ Pab(l+b)
.?/ h 9 s = 6L - El
! — 0y = Pab(L +a)
e Wl =
[ g EAHV = QMU.@M.NAN\MlUNlH&Vw x<a
e _ ML _ b ML
1& / P4 O Z 3ET Av__.IM\a
MR wir) = ML) o) 12
_.T 6L - El
o _ ML’
Yo = 16EI
@ _ . ML
bs = s = 0
M
ﬁd. 4. /P Rl;% i
M =l b - My
2Tt ,.MV.NV wx) = S (L—x)
Tla _ ML
M| ] e sEl
64 = mm_wﬁannLanmu
_ M 2 2
4 = gL E T L)
—_ Mab (2a-1)

3L-EI



_ PL
192E1

We

0= = m
4
_ SplL
"o = 384E7
_pd’ 2
TRy 7
2
_ _pa 2 2
% = 5 E 2k —)
_ .vohw
= Ssgr
b= Tp,L’
5 360ET
hoh&
Wraks = Pocmmwﬂ, for x= 0,4807L
0p = Pa’h
5T 4L El

_ Pab(,, b
My = Mﬁm:L

- 23]

_pL
We = 3g4E1




;_L_y SR ¢ L ” L " J__J-—b
M Im -
MML 1 s P 1 aeead o i1
L 3MML EMML 5M(M,»M2)L
I - -
- B . ! = HM (310

Lommpmr | Lomamymn | Lo amyme W die
2 6 6 + M, (M, +2M,) L

e L patr ERY)773 1 mmr 1 mam, ML
2 3 6 6
&
M L mamr 1 yair Loumr | L men v
3 3 2 2 2
* l -
M ZMML 2 MML S MML 2
3 12 4 +3M,)L
»
™) 5 iz Gt | Laaci i
2 MML L mmL L v RSV IRTRITAYS
3 3 3 3 :
-y 2 Mi-2M
o = R ad - - 1
W 2 mMML % 24 MML iz MML I
% n x +2M, 1L
2. = 1 = o 1, = =
ZmmL L mme L wme 1 M+ )L
T n T R <
I, = b
i Ll - —M[M(1+_)
PN L mme Ya«Bame | La+%mm | 6 L
EHE 3 6 L o i

M, (1+231L
+ M, ( L}]

*

Momentforlgpet er gitt ved et annengrads polynom (parabel)
** Momentforlgpet er gitt ved en sinusfunksjon

L
Tabellen gir verdien av integralet; J.M(x)ll'-l-(x) dx
0




