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Oppgave 1 (15%) 

a) (1 poeng) Forklar kort om Bernoullislikningen. 

Sum av tre hoder/høyder er bevart langs en strømlinje. 

b) (1 poeng) Forklar kort om Energislikningen. 

Sum av energier/høyder i et rørsystem er bevart. 

 

Figuren nede viser skisse til et kraftverk med følgende tekniske parametere:  

 Tilførelsen til turbinen er 2,5𝑚3/𝑠  

 Rørledning har diameter på 1,2 𝑚 og er 300 m lang 

 Friksjonskoeffisienten er lik 𝑓 = 0,05 

 Virkningsgraden til turbin og generator til sammen er 𝜂 = 0,76. 

 

c) (2 poeng) Bestem tapshøyden ℎ𝑇𝑎𝑝 . 

𝑣 =
𝑉̇

𝜋𝑟2
=

2,5

3,14 ⋅ 0,62
= 2,21 𝑚/𝑠 

ℎ𝑇𝑎𝑝 = 𝑓 ⋅ (
𝐿

𝐷
) ⋅ (

𝑣2

2𝑔
) = 0,05 ⋅ (

300

1,2
) ⋅ (

2,212

2 ⋅ 9,81 
) = 3,11𝑚 

d) (3 poeng) Bestem effekten til elkraftproduksjon.  

𝑃1

𝜌𝑔
+ 𝛼

𝑣1
2

2𝑔
+ 𝑧1 =

𝑃2

𝜌𝑔
+ 𝛼

𝑣2
2

2𝑔
+ 𝑧2 + ℎ𝑡𝑢𝑟𝑏𝑖𝑛 + ℎ𝑡𝑎𝑝 

𝑧1 = 𝑧2 + ℎ𝑡𝑢𝑟𝑏𝑖𝑛 + ℎ𝑡𝑎𝑝 

ℎ𝑡𝑢𝑟𝑏𝑖𝑛 = 𝑧1 − 𝑧2 − ℎ𝑡𝑎𝑝 = 250 − 40 − 3 = 207 𝑚 

𝑊̇𝑡𝑢𝑟𝑏𝑖𝑛 = 𝑚̇𝑔ℎ𝑡𝑢𝑟𝑏𝑖𝑛 = 𝜌𝑉̇𝑔ℎ𝑡𝑢𝑟𝑏𝑖𝑛 = 1000 ⋅ 2,5 ⋅ 9,81 ⋅ 207

= 5 076 675𝑊 = 5,1𝑀𝑊 
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𝑊̇𝐸𝐿 = 0,76 ⋅ 𝑊̇𝑡𝑢𝑟𝑏𝑖𝑛 = 3 858 273𝑊 = 3,8𝑀𝑊 

 

 

Oppgave 2 (25%) 

En sylindrisk stav med lengde L og masse M (se Fig. 2) blir hengt på 

enden som vist i figuren til høyre.  

(a) (1 poeng) Vis at slagsenteret til staven ligger under aksen med 

avstand på  

ℎ = (
2

3
) 𝐿 

Siden 𝐼 =
1

12
𝑀𝐿2 + 𝑀 (

𝐿

2
)

2
=

1

3
𝑀𝐿2,  𝑟𝐶 =

1

2
𝐿 

Så ℎ =
𝐼

𝑀𝑟𝐶
=

1

3
𝑀𝐿2

1

2
𝐿

=
2

3
𝐿 

 

(b)  (3 poeng) På øverste ende blir en liten metall kule med masse m sveises sammen med 

staven.  Anta at 𝑚 =
1

3
⋅ 𝑀 og 𝑙 =

1

10
⋅ 𝐿. 

Vis at slagsenteret ligger nå under aksen med avstand på  

ℎ = (
101

105
) 𝐿 

Siden 𝐼 =
1

12
𝑀𝐿2 + 𝑀 (

𝐿

2
)

2
+ 𝑚 ⋅ 𝑙2 =

1

3
𝑀𝐿2 +

1

3
𝑀 ⋅ (

1

10
𝐿)

2
= (

1

3
)

101

100
⋅ 𝑀𝐿2 

og  

𝑟𝐶 =
𝑀 ⋅ (

1
2 𝐿) + 𝑚 ⋅ (−𝑙)

𝑀 + 𝑚
=

𝑀 ⋅ (
1
2 𝐿) +

1
3 𝑀 ⋅ (−

1
10 𝐿)

𝑀 +
1
3 𝑀

=
𝑀𝐿 ⋅ (

1
2 −

1
30)

4
3 𝑀

=

14
30 ⋅ 𝑀𝐿

4
3 𝑀

=
7

20
𝐿 

Så ℎ =
𝐼

𝑀𝑟𝐶
=

101

300
⋅𝑀𝐿2

7

20
𝐿

=
101⋅20⋅𝑀𝐿2

2100𝐿
=

101

105
𝐿 
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Oppgave 3: (30%) 

Navgir for sykkel er basert på planetgirsystem, og det første navgir var utviklet og produsert 

av Sturmey-Archer, se figuren nedenfor.  

 

Planetgir består ofte av et soltannhjul i sentrum (A), et ringtannhjul 

(C),  og tre planetannhjul (B) som blir montert på en ramme (D). 

Alle tre deler (A, C, D) kan brukes som drivende eller drevet 

tannhjul.   

Forhold mellom tannhjulene kan uttrykkes ved 

{
𝜔𝐴𝑟𝐴 = 𝜔𝐷𝑟𝐷 − 𝜔𝐵 𝑟𝐵

𝜔𝐶𝑟𝐶 = 𝜔𝐷𝑟𝐷 + 𝜔𝐵 𝑟𝐵
 

 

(a) (1 poeng) La aksling og Soltannhjul A stå i ro.  

Bestem vekslingsforhold 𝑖 = 𝜔𝐷/𝜔𝐶 som funksjon av 𝑟𝐴 og 𝑟𝐵. 

{
    0   = 𝜔𝐷𝑟𝐷 − 𝜔𝐵 𝑟𝐵

𝜔𝐶𝑟𝐶 = 𝜔𝐷𝑟𝐷 + 𝜔𝐵 𝑟𝐵
 

 𝜔𝐶𝑟𝐶 = 2𝜔𝐷𝑟𝐷  


𝜔𝐷

𝜔𝐶
=

𝑟𝐶

2⋅𝑟𝐷
=

(𝑟𝐴+2𝑟𝐵)

2(𝑟𝐴+𝑟𝐵)
 

(b)  (2 poeng) Du blir nå bedt om å design en navgir som gir vekslingsforhold 𝑖 = 𝜔𝐷 ∶

 𝜔𝐶 = 3 ∶ 4. 

Hva skal forholdet mellom 𝑟𝐴 og 𝑟𝐵 (eller 𝑟𝐵/𝑟𝐴 ) være? 

3

4
=

(𝑟𝐴+2𝑟𝐵)

2(𝑟𝐴+𝑟𝐵)
  

3

4
=

(1+
2𝑟𝐵
𝑟𝐴

)

2(1+
𝑟𝐵
𝑟𝐴

)
 

3

4
=

(1+2𝑥)

2(1+𝑥)
 

3

2
=

(1+2𝑥)

(1+𝑥)
 3(1 + 𝑥) = 2(1 + 2𝑥) 

 𝑥 = 1
𝑟𝐵

𝑟𝐴
= 1 
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Du skal nå bygge en elektrisk drill med planetgirsystem, der aksling og Soltannhjul A være 

drevet/output tannhjul.  

(c) (2 poeng) Bestem vekslingsforholden 𝑖 = 𝜔𝐷/𝜔𝐴 og 𝑖 = 𝜔𝐶/𝜔𝐴, når tannhjul C og 

rammen D står i ro, henholdsvis.  

{
𝜔𝐴𝑟𝐴 = 𝜔𝐷𝑟𝐷 − 𝜔𝐵 𝑟𝐵

   0    = 𝜔𝐷𝑟𝐷 + 𝜔𝐵 𝑟𝐵
  𝜔𝐴𝑟𝐴 = 2𝜔𝐷𝑟𝐷

𝜔𝐷

𝜔𝐴
=

𝑟𝐴

2𝑟𝐷
=

𝑟𝐴

2(𝑟𝐴+𝑟𝐵)
 

{
𝜔𝐴𝑟𝐴 = 0 − 𝜔𝐵 𝑟𝐵

 𝜔𝐶𝑟𝐶 = 0 + 𝜔𝐵 𝑟𝐵
  𝜔𝐴𝑟𝐴 + 𝜔𝐶𝑟𝐶 = 0

𝜔𝐶

𝜔𝐴
= −

𝑟𝐴

𝑟𝐶
= −

𝑟𝐴

(𝑟𝐴+𝑟𝐵)
 

 

(d) (1 poeng) Diskuter resultatene fra (c), når 𝑟𝐵 = 0,5 ⋅ 𝑟𝐴 . 

𝜔𝐷

𝜔𝐴
=

𝑟𝐴

2𝑟𝐷
=

𝑟𝐴

2(𝑟𝐴+𝑟𝐵)


𝜔𝐷

𝜔𝐴
=

1

2(1+0,5)
=

1

3
 

𝜔𝐶

𝜔𝐴
= −

𝑟𝐴

𝑟𝐶
= −

𝑟𝐴

(𝑟𝐴+𝑟𝐵)


𝜔𝐶

𝜔𝐴
= −

1

(1+0,5)
= −

2

3
 

Negativ vekslingsforhold 
𝜔𝐶

𝜔𝐴
: Revers mode 

Positiv vekslingsforhold 
𝜔𝐷

𝜔𝐴
: Fremover mode 
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Oppgave 4 (30%)  

Dempede svingningssystem kan generelt beskrives med tre parametere:  

(𝑚, 𝑘, 𝑐) 

 

a) (1 poeng) Forklar begrepet egenfrekvens 𝜔0. 

𝜔0 = √
𝑘

𝑚
. Egenfrekvens uavhengig startbetingelser. 

b) (1 poeng) Forklar fenomenet kritisk dempning. 

𝑐𝑘𝑟𝑖𝑡𝑖𝑠𝑘 = 2√𝑚𝑘 . Hurtig dempning uten svingning. 

c) (1 poeng) Forklar fenomenet resonans. 

𝜔 → 𝜔0. Amplituden går mot uendelig når 𝜔 → 𝜔0 fra begge retninger. 

 

Du skal nå vurdere en dempede svingningssystem med  

{

𝑚 = 560 𝑘𝑔              
𝑘 = 45 000 𝑁/𝑠     
 𝑐 = 10 000 𝑁𝑠/𝑚  

 

d) (3 poeng) Hvordan sytstemet oppfører seg? Alt må begrunnes med regning. 

Egenfrekvensen:  

𝜔0 = √
𝑘

𝑚
= 8,964 𝑟𝑎𝑑/𝑠  

 𝑓0 =
𝜔0

2𝜋
= 1,43 𝐻𝑧 

𝜏0 =
1

𝑓0
= 0,70𝑠  

Dempning:  

𝑐𝑘𝑟𝑖𝑡𝑖𝑠𝑘 = 2√𝑚𝑘 = 10039,9 𝑁𝑠/𝑚  

𝜁 =
𝑐

𝑐𝑘𝑟𝑖𝑡𝑖𝑠𝑘
=

10000

10039,9
= 0,996   Underdemping 

𝜔 = 𝜔0√1 − 𝜁2 = 0,7986 𝑟𝑎𝑑/𝑠  
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𝑓 =
𝜔

2𝜋
= 0,127 𝐻𝑧  

𝜏 =
1

𝑓
= 7,868 𝑠  

 

 

--- slutt --- 

 

 

--- God jul og godt nytt år! --- 

 


